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ESPACES PROBABILISES FINIS
ET VARIABLES ALEATOIRES

@ 1 VOCABULAIRE DES EVENEMENTS ET VARIABLES ALEATOIRES

Le concept d’expérience aléatoire n’est pas mathématique a proprement parler. On appelle ainsi toute expérience — expé-
rience matérielle ou expérience de pensée — susceptible a priori de résultats différents quand on la répete. L'ensemble des
résultats possibles d'une telle expérience est appelé son univers, généralement noté Q. Plutét que de résultats possibles, on
parle aussi d’issues et de réalisations.

— Lexpérience d’un lancer de dé a 6 faces peut conduire a 6 résultats selon la face obtenue. Pour modéliser un tel lancer,
on peut choisir pour univers 2 'ensemble [1,6].

— Lexpérience du tirage de 2 boules successivement avec remise dans une urne contenant des boules noires et des
boules blanches peut conduire a 4 résultats : NN, NB, BN et BB sion choisit d’associer N a la couleur
noire et B a la couleur blanche. Pour modéliser un tel tirage, on peut choisir pour univers €2 'ensemble {N, B}2 des
2-listes de {N,B}, i.e. 'ensemble des mots de 2 lettres sur 'alphabet {N,B}.

‘ En MPSI, nos univers seront officiellement des ensembles FINIS.

Nous tricherons un peu dans certains exercices. Cette restriction du programme aux univers finis est uniquement tech-
nique. La théorie des probabilités sur un univers quelconque est techniquement délicate, mais vous vous y frotterez un peu en
deuxiéme année. L'ennui bien sfir, c’est qu’en limitant la taille des univers, on limite drastiquement la nature des expériences
aléatoires autorisées. Il nous sera par exemple impossible en MPSI :

— de jouer a pile ou face indéfiniment et d’étudier la probabilité de voir la séquence pile-pile-face revenir régulierement,

— de jouer aux fléchettes contre un disque et d’étudier la probabilité d’atterrir dans telle ou telle portion du disque.

Les résultats possibles d’'une expérience aléatoire peuvent étre appréhendés chacun en tant qu’élément de I'univers €,
mais ce qui nous intéresse, ce sont plutdét des ENSEMBLES de résultats. Par exemple, dans le lancer de dé précédent, la
proposition « La face obtenue est paire » est satisfaite par 3 résultats, en 'occurrence 2, 4 et 6, et peut étre identifiée a
I'ensemble {2, 4,6}. De méme, dans le tirage de 2 boules précédent, la proposition « La premiére boule est blanche » est
satisfaite par 2 résultats, en 'occurrence BN et BB, et peut étre identifiée a 'ensemble {BN, BB}. De facon générale, toute
partie de Q est appelée un événement. On décrit le plus souvent

un événement A en énoncant une proposition & qui caractérise de w Résultat possible, issue, réalisation
ses éléments : A= {a) €| 3”(@)}, mais en tant qu'objet {w} fvénement lémentaire
mathématique, A est un ensemble et non pas une proposition. - — -
o . L . Q Univers, événement certain
Quand on réalise une expérience aléatoire, on est certain que -
le résultat obtenu appartient a 'univers 2. Cela justifie qu’on ap- % Evénement impossible
pelle événement certain 'ensemble £2, et pour une raison semblable, P(Q) Ensemble de tous les événements

événement impossible I'ensemble vide &.

A présent, dans le tableau de vocabulaire de gauche, les événements A et B sont définis

A non £ respectivement par des propositions & et 2. Lévénement A est appelé 'événement contraire de
AUB | P ou2 A et on dit de A et B qu’ils sont incompatibles quand ils sont disjoints.
ANB P et 2 Enfin, un lien important unit les concepts d’inclusion et d’implication. Savoir que & — £

revient en effet a savoir, en termes d’événements, que A C B.

Exemple On lance une piece n fois successivement. Pour tout k € [1,n], on note F; 'événement « On obtient face au
k™€ lancer ». Les événements F;, ..., F, sont en quelque sorte les événements les plus basiques auxquels cette expérience
aléatoire nous confronte. Il parait raisonnable que tout événement puisse étre écrit en fonction d’eux. Par exemple :

— l'événement A « On obtient pile au moins une fois au cours des n lancers » peut étre écrit A= U Fy,

k=1
— J'événement B « On n’obtient jamais pile » peut étre écrit B = m Fy,
k=1 n—1
— et I'événement C « On obtient deux faces consécutifs au cours des n lancers » peut étre écrit C = U (Fk N Fk+1)
k=1

Notez en passant que nous n’avons pas eu besoin d’évoquer l'univers 2 pour penser et écrire ces événements. Nous y revien-
drons bientot.
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Définition (Systéme complet d’événements) Soit Q un univers fini. On appelle systéme complet d’événements de Q
tout ensemble {Al, .. ,An} d’événements deux a deux incompatibles dont la réunion est 'événement certain, i.e. pour
n

lequel 2 = |_| A; — réunion DISJOINTE, attention !
i=1

Exemple Pour I'expérience aléatoire du lancer d'un dé a 6 faces, les événements « La face obtenue est paire » et « La face
obtenue est impaire » forment un systeme complet d’événements car on obtient forcément une face paire ou une face impaire
et jamais les deux en méme temps. En francais, on parle d’alternative plutot que de systéme complet d’événements.

Exemple Soient Q= {wl, cees wn} un univers fini et A,B € (). La paire {A,Z} est un systeme complet d’événements et
il n’est pas dur de se convaincre sur quelques patates que {Aﬂ B,ANB,ANB,AN E} et {A,;\ NB,AN E} en sont aussi. C’est

enfin le cas de I'ensemble {{wl}, s {con}} des événements élémentaires car Q = {w, } U... U {w,}.

La plupart du temps, les événements qu’on manipule sont définis par des grandeurs, numériques ou non, qu’on appelle
des variables aléatoires. Par exemple, quand on lance une piéce 10 fois successivement, I'événement « On a obtenu exactement
3 piles » peut étre écrit « N = 3 » si on note N le nombre de piles obtenus. Ce nombre N n’est pas a priori une constante. Il
DEPEND du lancer qu’on effectue et doit donc étre vu comme une FONCTION.

Définition (Variable aléatoire) Soient Q2 un univers fini et E un ensemble quelconque. On appelle variable aléatoire
sur Q a valeurs dans E toute application X de 2 dans E. Si E = R, on précise généralement que X est une variable
aléatoire réelle.

Evénements construits 2 partir d’une variable aléatoire : Pour toute partie A de E, 'événement X '(A) est noté
{xeaAlou(xen): {xeal=x'W={weal X(w)ea}l.
En particulier, si X est une variable aléatoire réelle, i.e. a valeurs dans R, alors pour tout x € R :

— powrA={x}: {X=x}=Xx{x})= {co eQ| X(w)= x},

— pourA=]—00,x]: {X < x} =X‘1(]—oo,x]) = {co €] X(w)< x}.

En dépit de son nom, une variable aléatoire sur 2 n’est ni variable, ni aléatoire, c’est une fonction, et en tant que telle,
elle envoie tout élément de € sur un élément parfaitement fixé de E. L'aléatoire fera irruption quand nous attribuerons a
tout événement de Q2 une probabilité, i.e. une vraisemblance.

Exemple

e Pour modéliser le lancer d’'un dé a 6 faces 2 fois, on peut choisir pour univers Q I'ensemble [1,6]% des 2-listes de
[1,6]. La fonction X; (resp. X,) « valeur obtenue au premier (resp. deuxieéme) lancer » est une variable aléatoire
réelle sur Q d’image [1,6]. La fonction S = X; + X, en est une autre, d'image [2,12].

Par exemple, pour w =(2,5)€Q: X;(w)=2, X,(w)=5 et S(w)=7.

e Pour modéliser le tirage simultané de 4 entiers entre 1 et 10, on peut choisir pour univers €2 'ensemble ,@4([1, 10]])
des 4-combinaisons de [1,10]. La fonction X « plus petit entier tiré » est une variable aléatoire réelle sur Q2 d’'image
[1,7] — comme on tire 4 entiers, il est impossible que le plus petit entier tiré vaille 8, 9 ou 10.

Par exemple, pour w = {2, 5, 6,8} €N: X(w)=2.

Définition-théoréeme (Systéme complet d’événements associé a une variable aléatoire) Soient 2 un univers fini et
X une variable aléatoire sur €. Les événements {X = x}, x décrivant X (Q2), forment un systeme complet d’événements de

Q appelé le systéme complet d’événements de 2 associé¢ a X. En outre, pour tout A € 9’(X (Q)) : {X eA} = |_| {X = x}.
X€A

La derniére relation est facile a lire. Dire que X appartient a A revient simplement a dire que X est égal a x pour un et
un seul élément x de A. L'unicité est indiquée par la notation | |.

Démonstration Tout élément w de Q est envoyé par X sur un et un seul élément de X(£2), a savoir X (w), donc
appartient a un et un seul événement {X = x} — en l'occurrence pour x = X(w). Bref: Q= |_| {X = x}.
xeX(Q)
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@ 2 PROBABILITES SUR UN UNIVERS FINI

Le concept d’expérience aléatoire décrit des situations susceptibles de conduire a plusieurs résultats, mais rien ne nous
permet pour le moment de mesurer la VRAISEMBLANCE de ces résultats les uns par rapport aux autres. Nous allons associer
dans ce paragraphe a tout événement d’une expérience aléatoire une probabilité, i.e. un réel compris entre 0 et 1 dont la
valeur O représente le plus bas niveau de vraisemblance et la valeur 1 le niveau le plus élevé.

Définition (Probabilité sur un univers fini) Soit 2 un univers fini. On appelle probabilité sur Q) toute application
P:2(Q)— [0,1] pour laquelle d’une part P(2) = 1 et d’autre part :

VA,Be #(Q), AnNB=@ = P(AUB)=P(A)+P(B) (additivité).

Le couple (9, P) est alors appelé un espace probabilisé (fini).

¢ Attention!  Le mot « probabilité » est utilisé de deux manieéres différentes qu’il convient de bien distinguer :
— La probabilité de A est le REEL P(A) de [0, 1] qu’on associe a 'événement A pour mesurer sa vraisemblance.
— La probabilité P est 'APPLICATION de 2 dans [0, 1] qu’on choisit pour mesurer la vraisemblance de TOUS les événe-

ments de .

Les probabilités uniformes définies ci-dessous constituent I’exemple le plus naturel de probabilité sur un ensemble fini,
mais ce ne sont pas les seules probabilités que nous aurons 'occasion d’utiliser — loin de la.

| oo 2o A et . . - I P A .y
Définition-théoreme (Probabilité uniforme) Soit Q un univers fini. L'application A —> % est une probabilité sur

‘ Q appelée sa probabilité uniforme. 12

. . |A]| Nombre de cas favorables
Vous connaissez la relation P(A) = — sous la forme - .
| Nombre de cas possibles

Exemple On lance une fois un dé équilibre a 6 faces. Quel espace probabilisé pour cette expérience aléatoire? On peut
choisir pour univers €2 'ensemble [1, 6] des résultats potentiels et pour probabilité P sur 2 la probabilité uniforme. Avec un
dé pipé, on n’aurait bien s{ir pas choisi pour P la probabilité uniforme.

Si on note A I'événement « On obtient un nombre premier » et B I'événement « On obtient un nombre pair », alors :

P(a)=P({2,3,5}) = W = % et p®)=P({2.4,6}) = W - %

Dans ce cas particulier o P(A) = P(B), on dit que les événements A et B ont équiprobables. Plus généralement :

(
Définition (Evénements équiprobables) Soient (£2,P) un espace probabilisé fini et A,B € £ (). On dit que les
‘ événements A et B sont équiprobables si P(A) = P(B).

Exemple Soit Q= {a)l, . a)n} un univers fini. Si on note P la probabilité uniforme sur €, les événements élémentaires

1
{wl}, . {con} sont équiprobables de probabilité commune @

Théoreme (Propriétés des probabilités) Soient (2, P) un espace probabilisé fini et A, B,A,,...,A, € Z(Q).
(i) Ensemblevide: P(@)=0.
(i) Complémentaire et différence: P(A)=1—P(A) et P(A\B)=P(A)—P(ANB).
(iii) Croissance : Si A C B, alors P(A) < P(B).
(iv) Réunion: P(AUB)=P(A)+P(B)—P(ANB).

n n
SiAi,...,A, sont deux a deux incompatibles, alors : P( |_|Ak) = Z P(A;) (additivité),
n n k=1 k=1
mais en toute généralité : P( UAk) < Z P(A;)  (sous-additivité).
k=1 k=1

n n
Formule du crible : P( Ai) = Z:(—l)’“rl Z P(Ai1 Nn... nAik) (hors programme).
i=1 k=1

i 1<i; <...<i;<n
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Démonstration
(et () A=(A\B)U(ANB), doncP(A)=P(A\B)+P(ANB).
Ainsi: P(A)=P(2\A)=P(Q)—P(QNA)=1—P(A4), doncP(@)=P(Q)=1-P(Q)=1—1=0.

(iii) SiAc B, alors B=AU(B\A), donc P(B) =P(A)+ P(B\A) > P(A)+0=P(A).

(3D

(iv) Cette fois AUB =(A\B)UB, donc P(AUB) = P(A\ B) + P(B) = P(A) + P(B) — P(ANB) < P(A) + P(B).

On étend ensuite ce premier cas de sous-additivité a davantage d’événements par récurrence. La formule
du crible sera quant a elle prouvée au chapitre « Position et dispersion d'une variable aléatoire réelle ».

Au-dela de 'exemple naturel des probabilités uniformes, notre prochain théoréme décrit 'ensemble de TOUTES les pro-
babilités qu'on peut installer sur un univers fini. Se donner une probabilité P sur un univers Q2 revient toujours a faire un
choix dans ce vaste ensemble de toutes les probabilités possibles. Fixer P, c’est décider une fois pour toutes que la probabilité
P choisie mesure fidélement la vraisemblance des événements de 2 et qu'aucune autre probabilité ne le fait aussi bien. On
ne travaille pas dans le cas d'un lancer de dé pipé avec la méme probabilité que dans le cas d’un dé équilibré, et pourtant on
réalise la méme expérience. Mais d’abord, une définition.

Définition (Distribution de probabilités) Soit E un ensemble fini. On appelle distribution de probabilités sur E toute
famille d’éléments de [0, 1] indexée par E dont la somme est égale a 1.

Exemple Soit (€2, P) un espace probabilisé fini. La famille (P({co})) 0 des probabilités des événements élémentaires de
w

Q est une distribution de probabilités sur £ car Z P({w}) = P( |_| {co}) =P(Q)=1.

(3159 weN

Théoreme (Détermination d’une probabilité sur les événements élémentaires) Soient 2 un univers fini et (p,,),cq
une distribution de probabilités sur Q. Il existe une et une seule probabilité P sur Q pour laquelle P({w}) = p,, pour

tout w € Q. En 'occurrence, pour tout A€ #(Q): P(A) = pr.
w€EA

En résumé, on connait tout d’'une probabilité quand on connait la distribution de probabilités des événements élémentaires
qui lui est associée.

Démonstration

e Analyse : Soit P une probabilité sur Q pour laquelle P({a)}) = p,, pour tout w € Q. Pour tout A€ Z(Q) :
p = | {0}) = Zp({)) = Tpo = X L@
w€A weA weA wWEN

e Syntheése : Posons pour toutA€ Z(2): P(A)= Z Ta(w)pe-
(3159

— Pourtout A€ Z(Q): P(A)€[0,1] car0<PA)< pr =1.

— Ensuite P(Q) = Z 1o(w)p, = pr =1. s
(3159 (3159
— FEgalement, pour tout w € Q : P({w}) = Z 1) (@) Py =P

w'€N
— Enfin, pour tous A,B € & () incompatibles : 1, ;=1,+15—14p=1,+15, donc:

PAUB) = > Lyp(w)p, = Y La(@)p, + Y Ly(w)p, = P(A) + P(B).

(3159 (31519 (31519

Exemple On lance une fois un dé pipé a 6 faces qui fournit le numéro 1 avec probabilité 7 et les autres faces avec une
méme probabilité p — ainsi 7 +5p=1,doncp = 0" Pour modéliser ce lancer, il parait naturel qu’on choisisse pour univers

Q l’'ensemble [1,6] des résultats possibles de 'expérience et pour probabilité P la probabilité définie par la distribution de

probabilités (1, i, i, i, i, i) sur €.
472072020 20 20 1 3 11
L’événement A « On obtient un numéro impair » a pour probabilité :  P(A) = P({ 1}) +P({3}) +P({5}) = p +2x — = —

20 20
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@ 3 Lol D’UNE VARIABLE ALEATOIRE

Sur un espace probabilisé fini (£2, P) fixé, P mesure la vraisemblance de tous les événements concevables, donc en par-
ticulier de tous les événements qu’on peut construire a partir d’'une variable aléatoire X sur Q. Les valeurs de X possédent
ainsi chacune leur propre vraisemblance, ce que la définition suivante formalise proprement.

Définition-théoreme (Loi d’une variable aléatoire) Soient (£2,P) un espace probabilisé fini et X une variable
P,
aléatoire sur Q. On appelle loi de X (pour la probabilité P) Tapplication A— P(X € A) de 54”(X (Q)) dans [0,1].
o Lapplication Py est une probabilité sur X (£2).

o Cette probabilité est entierement déterminée par la distribution de probabilités (P(X = x))
appelle justement la distribution de probabilités de X .

En l'occurrence, pour tout A € Q’(X(Q)) 1 Py(A)=PX A= ZP(X =Xx).
X€EA

xeX() sur X(9), qu'on

A partir d’'une probabilité P sur €2, on définit ici une nouvelle probabilité Py sur ensemble X(£2) des valeurs de X.

Démonstration Montrons que Py est une probabilité sur X (£2). Or Py (X(Q)) = P(X S X(Q)) =P(Q)=1,et
pour tous A, B € (X (Q)) incompatibles :  Py(AUB) =P(X €AUB)=P({x eA}u{x eB})
=P(X € A)+ P(X € B) = Px(A) + Py(B).

Par ailleurs, pour tout A€ ,@(X(Q)) 1 Pk(A)=PX eA)= P( |_| {X = x}) = ZP(X = Xx).
X€A X€A

Définition (Loi uniforme) Soient E un ensemble fini non vide et X une variable aléatoire a valeurs dans E. On dit

que X suit la loi uniforme sur E ou que X est une variable uniforme sur E, ce qu’on note X ~ % (E), si Py est la probabilité
A
uniforme sur E, i.e. si pour toutAe Z(E): Pyx(A)=PX e€A)= %

1
La loi uniforme est la loi pour laquelle les événements {X = x}, x décrivant E, sont équiprobables de probabilité —.

|E|

|A] _ Nombre de cas favorables

La formule P(X € A) = — = - est essentielle en pratique et raméne tout probléme de calcul
|E| Nombre de cas possibles
sur la loi uniforme a un probléeme de dénombrement.
1 Loide X
Exemple 1
e Lorsqu’on choisit au hasard un entier X entre 1 et n, X suit la loi uniforme sur [1,n]. n [ [ N [ W
e Lorsqu’on lance 2 fois successivement un dé équilibré a 6 faces, le couple (X;,X,) des valeurs 6123 4
v n

obtenues suit la loi uniforme sur [1,6]2.
e La loi uniforme sur {—1, 1} est souvent appelée la loi de Rademacher. On dit donc d’'une variable aléatoire Y pour

1
laquelle P(Y =—1)=P(Y =1) = 5 qu’elle suit la loi de Rademacher ou que cC’est une variable de Rademacher.

Exemple Une urne contient 3 boules blanches et 5 noires. On en tire simultanément 4 boules. Avec quelle probabilité n’a-t-
on tiré que des boules noires ? On peut bien sir supposer sans perte de généralité que les 8 boules de 'urne sont numérotées
de 1 a 8 histoire de les distinguer — de 1 a 3 pour les blanches et de 4 a 8 pour les noires. Notons alors X la 4-combinaison de
[1, 8] des boules tirées. Cette variable aléatoire suit la loi uniforme sur 'ensemble ?}’4([1, 8]]) des 4-combinaisons de [1,8]

et la probabilité cherchée vaut : 5
sy (2)

P(x e 2,([4.8])) = I (8) =
4

(
Définition (Loi de Bernoulli) Soient X une variable aléatoire a valeurs dans {O, 1} et p € [0,1]. On dit que X suit
la loi de Bernoulli de paramétre p ou que X est une variable de Bernoulli de paramétre p, ce qu'on note X ~ %B(p), si
PX=1)=petP(X=0)=1—p.

Exemple fondamental : Pour tout espace probabilisé fini (Q2, P) et pour tout A€ Z(Q): 1,~ QB(P(A)).
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Les indicatrices jouent un réle naturel en probabilités que nous exploiterons davantage au chapitre « Position et dispersion
d’une variable aléatoire réelle », mais qui mérite d’étre compris dés maintenant. Compter les bruns dans une assemblée, c’est
donner la valeur 1 aux bruns et la valeur 0 aux autres, puis additionner toutes ces valeurs. Plus généralement :

Toute variable aléatoire qui représente un cardinal peut étre exprimée comme une somme d’indicatrices,
i.e. comme une somme de variables aléatoires de loi de Bernoulli.

Exemple On lance n fois un dé a 6 faces. Si on note A, 'événement « On obtient 6 au k™€ Jancer » pour tout k € [1,n]
et N le nombre de 6 obtenus, alors N =1, +...+ 1, .

On s’intéresse a présent a la loi de 'image d’une variable aléatoire par une fonction. Commencons par un exemple.

Exemple Soit X une variable uniforme sur [—2,2]. Quelle est la loi de la variable aléatoire X2 +1?

1
Démonstration Par hypotheése, pour tout k € [-2,2] : P(X =k) = < et la variable X2 + 1 a pour image

{1,2,5}. Ensuite : P(X2+1=1)=P(X2=o)=P(X=0)=1 puis :

5’ Loi de X% +1

P(x?+1=2)=P(X>=1)=P(X =1 ou X =-1) 2

2 Loi de X 5

=PX=1D)+PX=-1)=7, 1 1

S5 5 5

o) [ LT
et par un calcul analogue :  P(X2+1=5)==.

S -2 -1 0 1 2 012345

Théoreme (Loi de f(X)) Soient (€2, P) un espace probabilisé fini, F un ensemble, X une variable aléatoire sur 2 et
f :X(Q) — F une fonction. La loi Py (x) de f (X) = f oX est entiérement déterminée par f et laloi de X. En 'occurrence,
pour tout A€ 2 (f (X(2))) 1 Prx)(A) =P(f(X) €4) = > P(X = x).

xeX(Q)
fx)eA

En particulier, si deux variables aléatoires X et Y ont la méme loi, les variables f(X) et f(Y) ont aussi la méme loi pour
peu que la composition par f ait un sens.

Démonstration Pour tout A € 9’( f (X (Q))), les éléments de 'événement { fx)e A} peuvent étre regroupés
en fonction de la valeur que X leur donne :

{fceal ={fxeafna={fx)ean| [{x=x}=| ]| {fe)ea et x=x}

xeX () x€X ()
= |_| {f(x)EA et X=x} = |_| {sz}.
xeX(Q) x€X(Q)
flx)eA

Exemple Soit X une variable uniforme sur [1,2n]. Quelle est la loi de (—1)% ?

1
Démonstration Pour tout k € [1,2n] : P(X =k) = o et la variable (—1)* a pour image {— 1, 1}. Elle
n

suit précisément la loi de Rademacher, i.e. la loi uniforme sur {— 1, 1} car :
n n n—1 n—1
1 1 1 1
P((—1)' =1)= P(X =2i)= — == t Pl(-1)Y*=-1)= P(X=2{+1)= —_ ==
(()X);( l);mze (()X);(l);sz

En début de chapitre, nous avons décrit des situations probabilistes plutdt concrétes — lancers de dés, tirages dans une
urne. .. — en définissant proprement un univers 2 adapté et une probabilité P sur Q. Plus loin, nous avons décrit autrement
le méme genre de situations en introduisant une variable aléatoire de loi présumée connue. Quant a nos deux derniers
exemples, ils ne relévent plus du tout de la modélisation et commencent abstraitement ainsi : « Soit X une variable aléatoire
de loi (...) ». Mais quel sens cela a-t-il d’introduire une variable aléatoire hors sol sans définir au préablable un espace
probabilisé susceptible de la porter? Qui nous garantit que nos désirs de variables sont des réalités? Le théoréme qui suit,
hors programme mais tres simple, justifie une fois pour toutes la consistance de tous les énoncés dont le point de départ est
une variable aléatoire de loi prescrite.

Théoreme (Définition implicite d’un espace probabilisé par la donnée d’une distribution de probabilités) Soient
E un ensemble fini et (p,),cr une distribution de probabilités sur E. Il existe alors un espace probabilisé fini ({2, P) et
une variable aléatoire X sur 2 d’'image E pour lesquels P(X =e) = p, pour tout e € E.
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Démonstration  On cherche un exemple satisfaisant, rien qu'un, d’espace probabilisé (2, P) et de variable
aléatoire X. Posons Q2 = E et X = Idg et notons P l'unique probabilité sur Q pour laquelle P({co}) = p,, pour
tout w € Q. Comme voulu, X admet E pour image et pour toute € E: P(X =e)= P({e}) =DP.

Dans la plupart des situations que nous étudierons en pratique, le travail commencera par la donnée d’une ou plusieurs
variables aléatoires de lois prescrites que nous nous donnerons sans nous préoccuper jamais de I’espace probabilisé (£2, P)
qui les porte. Voué a rester caché, celui-ci ne présente de toute fagon aucun caractére d’unicité, de nombreux choix d’espace
probabilisé sont possibles pour la description d'une méme situation. Par exemple, si je lance un dé a 6 faces une fois, jai
envie de choisir 'ensemble [1,6] pour univers €, mais si je relance le dé, I'univers Q, = [1,6]? parait plus approprié.
Toute probabilité d'un événement qui fait intervenir les deux lancers de dés doit étre calculée dans le cadre de 'univers €,
mais 2, suffit si on s'intéresse seulement au premier lancer. Changera-t-on d’univers chaque fois qu’on change de question ?
Bien s{ir que non, car nous sommes au fond toujours confrontés a la méme réalité avec une conception unique de ce qui est
vraisemblable ou non.

La réponse des probabilistes a ce probleme des univers multiples consiste a les négliger une bonne fois pour toutes et a
ne pas accorder le moindre regard a 'univers Q. Sur quel Q travaillerons-nous désormais ? Peu importe. Nous venons de voir
que toute donnée intuitive d’une variable aléatoire peut étre formalisée proprement, c’est suffisant. NOUS NE DEFINIRONS
PLUS JAMAIS L'UNIVERS {2 DE NOS TRIBULATIONS PROBABILISTES. Par exemple, si un exercice vous met dans la situation
suivante : « On lance un dé a 6 faces une fois et on note X la face obtenue », vous pouvez affirmer que X est une variable
aléatoire de loi uniforme sur [1,6] sans évoquer aucun espace probabilisé fini (£2, P).

Exemple Une urne contient 3n boules numérotées de 1 a 2n avec, pour tout k € [1, n], exactement 2 boules indiscernables
de numéro 2k et exactement une boule de numéro 2k — 1. Avec quelle probabilité une boule tirée au hasard dans cette urne

est-elle de numéro pair?
n

2 1
Démonstration L'égalité E —+ E — =1 justifie qu’on puisse se donner une variable aléatoire X, repré-
n 3n
k=1 k=1
2 1
sentant le numéro de la boule tirée, pour laquelle P(X 2k) = e etP(X =2k—1)= I pour tout k € [1,n].
n

2
Dans ce cadre :  P(X est pair) = ZP(X 2k) = Z m=3

@ 4 PROBABILITES CONDITIONNELLES

Soit (£2, P) un espace probabilisé fini. Faisons 'hypothése qu’un certain événement B est réalisé. Cette hypotheése modifie
a priori la vraisemblance de tous les événements. Par exemple, sous cette hypothése, B est réalisé avec probabilité 1 et B
avec probabilité 0 alors que rien ne dit au départ que P(B) = 1. En fait, P ne nous offre qu'un point de vue initial sur les
événements, sans hypothese. En guise de nouveau point de vue, on appelle probabilité conditionnelle sachant B, notée Pg, la
probabilité sur 2 qui mesure la vraisemblance des événements sous I’hypothése que B est réalisé. C’est pour cette nouvelle
probabilité que Pz(B) =1 et Py (E) =0.

C’est tres bien, mais comment calcule-t-on les valeurs de Pz en toute généralité ? Mesurer la vraisemblance d’'un événe-
ment A sous I'’hypothése que B est réalisé, c’est évidemment s’intéresser a P(AN B), mais I'application A—— P(AN B) n’a pas

toutes les qualités requises, elle joue trop petit. Au lieu de mesurer la vraisemblance des événements sur une échelle de 0 a
N . s s : . P(ANB)

1, elle le fait petitement sur une échelle de 0 a P(B). Qu’a cela ne tienne, normalisons-la en posant Pz(A) = W pour

tout événement A, sous I’hypothése technique que P(B) > 0. Cette définition fait de P; une probabilité indifférente a tous

les résultats possibles dans Q qui pourraient contredire B. Et ca tombe bien: Pz(B)=1 et Py (E) =0.

Définition (Probabilité conditionnelle) Soient (2, P) un espace probabilisé fini et B € & (Q2) pour lequel P(B) > 0.

P(ANB
Pour tout A € 2 (), le réel P(A[B) = Pz(A) = (P(B) )

Lapplication Py est alors une probabilité sur Q appelée sa probabilité conditionnelle sachant B (pour la probabilité P).

est appelé la probabilité conditionnelle de A sachant B.

On ne sait pas définir P5(A) lorsque P(B) = 0, mais par convention, I'égalité P(AN B) = P(B) P3(A) est tenue pour vraie
dans ce cas. De fait, si P(B) = 0, alors P(AN B) < P(B) par croissance de P, donc P(ANB) =0

Démonstration  Montrons que Py est une probabilité sur Q. Pour tout A€ £2(Q): 0 < P(ANB) < P(B)
P(QNB) _ P(B) . ,
= = 1. Enfin, pour tous A,A’ € ()

P(B)  P(B)
incompatibles, AN B et A’ N B sont également incompatibles, donc :

par croissance de P, donc Pz(A) € [0, 1]. Ensuite Pz(Q2) =
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P((Aua)nB) _P((ANB)UA'NB)) _ P(ANB)+P(A NB)
P(B) P(B) B P(B)

Py(ALA) = = Py(A) + Py(A).

\
Théoreme (Formule des probabilités totales) Soient (2, P) un espace probabilisé fini et {Al, e ,An} un systeme

n
complet d’événements de Q. Pour tout Be () : P(B) = Z P(A;) P, (B).
i=1

Démonstration

B=BNQ=BnN

' A= |i|(B NA;) donc P(B) = P(|:| (B ﬁAi)) = ZP(B nA,) = ZP(AL»)PAI,(B).
i= i i=1 i=1 i=1

i=1 i=1

Vous avez déja rencontré la formule des probabilités totales auparavant, mais sans doute a travers des arbres de probabilité,
par exemple sous la forme suivante pour n =3 :

A, P (B)

3 > P(B)=P(A,)P, (B) + P(A;) P, (B) + P(A;) P, (B)
B >

|

PA3 (E)

A partir d’aujourd’hui, vous gardez le droit de penser en termes d’arbres de probabilité si cela vous aide, mais un arbre
de probabilité ne sera jamais considéré comme une preuve bien formalisée. Pourquoi? Parce qu’on ne peut pas résoudre des
problemes un peu sophistiqués sans maitriser la formule des probabilités totales en tant que formule.

Exemple Une urne contient n boules noires et b blanches et on en tire 2 boules successivement sans remise. Avec quelle
probabilité la deuxieme boule tirée est-elle blanche ?

Démonstration  Notons B; (resp. B,) 'événement « La premiere (resp. deuxiéme) boule tirée est blanche ».

b—1
Nous cherchons P(B,). Trois probabilités sont immédiatement connues : P(B;) = P Py (By) = P
b . n n —
et P5o(B,) = ————. Mais {Bl,Bl} est un systéme complet d’événements, donc d’apres la formule des
1 n+b-1 b b—1 n b b

robabilités totales :  P(B,) = P(B;) Py (B,) +P(B;) P5(B,) = x + x = .
P (B>) (B1) P, (B2) ( 1? 7, (B2) n+b n+b—1 n+b n+b-—1 n+b
En d’autres termes, les événements B, et B, sont équiprobables. Est-ce étonnant apres coup ?

Cet exemple différe sensiblement de ceux qui 'ont précédé. Alors que nous avons tué plus haut les univers Q au profit
des seules variables aléatoires, nous n’avons cette fois pas introduit de variables aléatoires, mais seulement des événements
B, et B, et certaines probabilités, conditionnelles ou non, qui leur sont associées. De nouveau, il doit bien y avoir un espace
probabilisé (2, P) quelque part, mais nous ne chercherons pas a formaliser davantage ce genre de situations.

Théoréme (Formules de Bayes) Soient (2, P) un espace probabilisé fini et B € 2(Q) pour lequel P(B) > 0.
P(A)P,(B
(i) Pour toutAc Z(Q): Py(A)= M'
o P(A}) Py (B)
(ii) Soit {Al’ Lol ’An} un systeme complet d’événements de Q. Pour tout j € [1,n] :  Pg( Aj) — n—f
ZP(Ai)PAl(B)
i=1

P(ANB) _ P(A)P,(B)

P(B) ~  P(B)
qu'un mélange peu subtil d’assertion (i) et de formule des probabilités totales.

Démonstration  Pour l'assertion (i) : Pg(A) = L’assertion (ii) n’est quant a elle

Dans l'assertion (ii), pour tout j € [1,n], P(A;) est souvent qualifiée de probabilité a priori et Pg(A;) de probabilité
a posteriori. Avec cette terminologie, la formule de Bayes permet le passage de probabilités a priori a des probabilités a
posteriori. Ce qu'il faut ici comprendre, c’est qu'une probabilité n’est pas tant une mesure du hasard dans une situation donnée
qu'une mesure de l'information dont on dispose sur cette situation. Si on connait les probabilités a priori P(4;),...,P(A,) et
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si tout a coup on apprend que I'événement B est réalisé, la formule de Bayes nous permet d’actualiser notre perception des
événements A, ...,A, en nous donnant accés aux probabilités conditionnelles Pz(A,),..., P5(A,) — connaissance plus fine
puisque le conditionnement restreint le champ des possibles. La formule de Bayes est une formule de révision des croyances.

Exemple Juge au tribunal, je dois juger de la culpabilité d'une compagnie de taxis bleus. Un soir de brouillard, un taxi a
percuté un piéton qui traversait la rue dans son bon droit, puis a pris la fuite. Un témoin affirme que le taxi était bleu et c’est
sur la base de ce témoignage que le proces a été instruit. Or dans la ville, deux compagnies de taxis se partagent le marché,
la compagnie des taxis bleus et la compagnie des taxis verts, mais tout de méme les taxis verts dominent le marché au sens
ol 90% des taxis dans la ville sont verts.

On demande au témoin d’effectuer des tests de reconnaissance des couleurs pour mesurer la fiabilité de son témoignage. Il
s’avere qU'il est fiable dans 90% des cas pour la couleur bleue et 80% des cas pour la couleur verte.

Dois-je condamner ou non la compagnie des taxis bleus ?
Démonstration Notons B '’événement « Le taxi coupable est bleu » et Tz I'événement « Le témoin croit savoir

que le taxi coupable est bleu ». Je déciderai du sort de la compagnie des taxis bleus aprés avoir calculé Py, (B)
(probabilité a posteriori).

— 0 1
e De quelles informations disposons-nous ? D’une part : P(B) = %O = 1—% et P(B)= T (probabi-
lités a priori), et d’autre part :  Py(Tg) = 20 _2 et P—(T_) _80_8 Cette derniére égalité
PO parts B = 700 T 10 BAEST 100 T 10 8

repose sur 'hypothése que le témoin ne pouvait hésiter qu’entre le vert et le bleu puisque tous les taxis
— 2
sont verts ou bleus. Il en découle que P5(Tz) =1— PE(TB) =10 Finalement, d’apres la formule de Bayes
utilisée avec le systeme complet d’événements {B,E} : 1 9
_ x _
_ P(B) Py(T3) _ 10 10 _ 1
P (B) = = =T—9 90 7 -3

P(B)Py(Tp)+P(B)Pg(Ty) L 2 92 2

10 10 10 10
Conclusion : le témoignage du témoin est invalidé, je peux blanchir la compagnie des taxis bleus.

e Une remarque pour finir. Sile témoin avait été fiable a 95% pour la couleur verte au lieu de 80%, on aurait

2 N I .
obtenu P, (B) = — et 13, jaurais été bien embété pour rendre mon jugement !
T 3

Théoreme (Formule des probabilités composées) Soient (2, P) un espace probabilisé fini et A;,...,A, € Z(Q).
AlOI‘S 5 P(Al n... ﬂAn) = p(Al)pAl(AZ)PAlﬂAZ(A?)) oo pAln...ﬁAn,l(An)'

Démonstration Si P(A;N...NA,_;) =0, alors P(A; N...NA,) = 0 par croissance de P et le résultat s’écrit
0 = 0. Supposons désormais P(A; N...NA,_;) > 0. Dans ce cas, par croissance de P : P(A;N...NA;))>0
pour tout i € [1,n— 17, donc en vertu d’une simplification télescopique :
P(A,N...NA})
P(A;N...NA)

P(A) Py, (A) - Panpa, ,(A) = PAD] [Panon (A =P@A)] | =P(A;N...NA,).
k=2 k=2

Exemple Une urne contient 2n boules dont n noires et n blanches, et on en tire 3 boules successivement. Avec quelle
probabilité les tire-t-on dans 'ordre noire/blanche/noire si les tirages se font avec remise (resp. sans remise) ?

Démonstration Pour tout i € [1,3], notons B; 'événement « La i®me boule tirée est blanche ». Nous cherchons
P(B1 NByN Bg). D’apreés la formule des probabilités composées :

— pour des tirages avec remise : P(B_1 NB, nB_g) = P(B_l) Ps-(By) P (B_3) L LI L 1,

! v 2n 2n 2n 8
. . — — n n n—1 n
— pour des tirages sans remise : P(B1 NBy,N B3) =— X X = .
2n 2n—1 2n—2 4(2n—1)

Lorsque n est trés grand, ces deux calculs conduisent a peu pres au méme résultat, ce qui n’est pas étonnant.
Dans ce cas, en effet, la non-remise des boules tirées modifie a peine 'équilibre des couleurs au sein de l'urne.

Exemple Un commercant met en vente 50 tickets d’un jeu dont exactement 3 sont gagnants. Je lui achéte 6 tickets. Avec
quelle probabilité en ai-je acheté au moins un gagnant?

Démonstration Nous noterons G '’événement « L'un au moins des tickets achetés est gagnant », d’événement
contraire G « Tous les tickets achetés sont perdants ». Nous allons calculer P(G) grice a P(G).

e Premieére preuve a ’aide d’une variable aléatoire : On peut numéroter sans perte de généralité les tickets
gagnants 1, 2 et 3 et les tickets perdants de 4 & 50. Notons alors X la 6-combinaison de [1,50] des tickets

achetés. Clairement X ~ 52/(9’6([[1,50]])) etG= {X € ?}’6([[4, 50]])}, donc :
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47
p(G) = |2(I[4,501)| _ (6) _A7x46x45x44x43x42 _ 44x43x42_ 473 oo 227
|s(I1,50])| (50) 50 x 49 x 48 x 47 x 46 x 45 50 x 49 x 48 ~ 700’
6

700"

e Deuxiéme preuve sans variable aléatoire : On peut considérer sans perte de généralité que les 6 tickets

achetés 'ont été dans un certain ordre et pour tout i € [1, 6], noter T; 'événement « Le i*Mme ticket acheté
.\ 48 —1 . .
est perdant ». Dans ces conditions : P 7 (T;) = 1_; pour tout i € [1,6], car sous 'hypothése
= —1
que les i — 1 premiers tickets achetés ont été perdants, il reste au commercant 51 —i tickets a vendre dont

48 —i perdants. Finalement, d’apres la formule des probabilités composées :  P(G) = 200 car :
6

P(G)=P(T;N...AT,)=P(T)) Py, (Ty) ... P r (Tp) = E[ :;3_; - %.
Nos deux preuves ont conduit au méme résultat, mais la premiére offre un cadre formel plus satisfaisant. Nous
avons en effet démontré proprement I'existence d’un espace probabilisé fini susceptible d’accueillir une variable
aléatoire de loi uniforme sur 9’6([1, 50]]). Il est au contraire plus délicat de justifier les calculs de probabilités
conditionnelles que nous avons effectués dans la deuxieme preuve. Comment construire un espace probabilisé
fini adapté ? C’est faisable, mais il vaut mieux privilégier le point de vue des variables aléatoires.

Nous achéverons ce paragraphe par un cas particulier de conditionnement appliqué au concept de variable aléatoire.

Définition (Lois conditionnelles d’une variable aléatoire) Soient (€2, P) un espace probabilisé fini, X une variable
aléatoire sur Q2 et A€ & (Q) pour lequel P(A) > 0. On appelle loi conditionnelle de X sachant A (pour la probabilité P) la
loi de X pour la probabilité P,, i.e. 'application B — P,(X € B) de 9’(X (Q)) dans [0,1].

La loi conditionnelle de X sachant A est entierement déterminée par la distribution de probabilités (PA(X = x))x x (@)

Exemple On choisit un entier X au hasard entre 1 et 2n. Quelle est la loi de X sachant {X <n}?

n n

1 1

Démonstration Par définition X ~ %([1, Zn]]), donc P(X <n)= ZP(X =k)= Z Criait Ainsi, pour tout
n

PX=k) 1 k=1 k=1
ke1,n]: P X=k)=——==— etpourtoutke[n+1,2n]: P X =k)=0, doncla
[1,n] {xgn}( ) PX<n) n p i 1 {Xén}( )
loi conditionnelle de X sachant {X < n} est la loi uniforme sur [1,n].

1 1
- Loide X - Loi de X
n n sachant {X < n}
1 1
0 1 2 n n+l -+ 2n 0 1 2 n n+l1l -+ 2n

® 5 INDEPENDANCE

Intuitivement, étant donnés deux événements A et B pour lesquels P(B) > 0, on a envie de dire que A et B sont indépen-
dants si la probabilité P(A) ne dépend pas de la réalisation de B, i.e. si Pgz(A) = P(A), ce qui s’écrit aussi P(ANB) = P(A) P(B).
Cette remarque conduit a la définition suivante.

\
Définition (Evénements indépendants) Soit (€2, P) un espace probabilisé fini.

e Soient A,B € () des événements. On dit que A et B sont indépendants si P(AN B) = P(A) P(B).

e SoientA,...,A, € Z(Q) des événements. On dit que A4, ..., A, sont (mutuellement) indépendants si POUR TOUTE

PARTIE I DE [1,n] : P(ﬂAi) = l_[P(Ai).

i€l iel

Si Ai,...,A, sont indépendants, alors P(A; N...A,) = P(4;) ... P(A,), mais la définition de I'indépendance est plus
exigeante avec son « POUR TOUTE PARTIE I DE [1,n] » et demande aussi par exemple qu’on ait P(A; NA,) = P(A;)P(A,). De
fait, par définition, toute sous-famille d’une famille d’événements indépendants est une famille d’événements indépendants.

10
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¥ Attention ! ‘ (Mutuellement) indépendants —> DEUX A DEUX indépendants mais LA RECIPROQUE EST FAUSSE !

Posons par exemple Q2 = [1,4] et notons P la probabilité uniforme sur Q. Posons en outre : A = {1,2}, B = {1,3}
1 1
et C={2,3}. Alors P(A) = P(B) =P(C) = 7 €t P(ANB)=P(ANC)=P(BNC) = > donc A, B et C sont deux a

1
deux indépendants. Pourtant P(ANBNC) = P(@) =0 # 3= P(A) P(B) P(C), donc A, B et C ne sont pas (mutuellement)
indépendants.

Théoreme (Indépendance et complémentaires) Soient (2, P) un espace probabilisé fini et 4;,...,A, € Z(Q). Si
Aq,...,A, sont indépendants, les événements A7, ..., A} le sont aussi pour tous A] € {Al,Al}, Soopls {An,An}.

Démonstration Nous nous contenterons du cas de deux événements A et B.

e SiA et B sont indépendants, A et B le sont aussi car :
P(ANB)=P(B\A) = P(B)—P(ANB) - p(B)— P(A) P(B) = (1—P(4)) P(B) = P(A) P(B).

e Quitte a permuter A et B, le premier point montre que si A et B sont indépendants, A et B le sont aussi, et
donc a fortiori A et B aussi, toujours d’apres le premier point.

Gréce au concept d’indépendance, nous allons enfin pouvoir définir une loi usuelle trés importante en pratique — la loi
binomiale. Intéressons-nous pour cela a la répétition n fois indépendamment d'une expérience aléatoire a deux issues dites
« favorable » et « défavorable » et dont I'issue favorable est de probabilité p. Quelle est la loi du nombre X d’issues favorables ?
Pour tout i € [1,n], notons F; '’événement « La jeme expérience a une issue favorable ». Les événements F,,...,F, sont
indépendants par hypothese. La variable aléatoire X est a valeurs dans [0,n] et pour tout k € [0,n], I'’événement {X = k}

est réalisé si et seulement si on a obtenu k issues favorables et n—k issues défavorables. Ainsi, si on note 9’,([[1, n]]) I'ensemble

des parties de [1,n] de cardinal k : {X = k} = |_| (mFl N ﬁ F_]), donc :

leznl) Niel  je[1,n]\

PX=K) = Y. P(ﬂFi n N F_j) Indep. > T1pE) T1PE) = D] pk(l—p)”‘k=(Z)pk(1—p)”‘k.

1€ ([1,n]) “i€l jeli,nI\1 1€@,([1,n]) i€l jel1,nI\I 1€2,([1,n])
Prenez le temps d’observer a quel point I'indépendance des événements Fy,...,F, a été cruciale dans ce calcul. Sans
indépendance, on n’aurait pas su avancer. Observez aussi qu’a posteriori, c’est la formule du bindme qui justifie que la

famille ((Z) pr(1— p)”_k) est une distribution de probabilités sur [0, n].
ke[o,n]

Définition (Loi binomiale) Soient X une variable aléatoire a valeurs dans [0,n] et p € [0,1]. On dit que X suit la

loi binomiale de paramétre (n, p) ou que X est une variable binomiale de paramétre (n, p), ce qu’'on note X ~ 9B(n, p), si
pour tout k € [0,n]: P(X =k)= (Z)pk(l—p)”_k.
1 1 . 1
2 X~%(10,—) 2 X~,%(1o,—) 2 X~P]}(10, )
3 0
rT{{Tr TW{{IT \{T
012345678 910 012345678 910 01234567 8910

Lorsqu’on répete n fois indépendamment une expérience aléatoire a deux issues avec probabilité
p pour lissue favorable, le NOMBRE D’ISSUES FAVORABLES suit la loi binomiale %(n, p).

La loi binomiale est aussi appelée la loi des tirages avec remise, expression qui trouve son explication dans I'exemple
suivant. Lorsqu’on tire AVEC REMISE — donc indépendamment — n boules dans une urne contenant des boules blanches en
proportion p et des boules noires en proportion 1 — p, la variable aléatoire « nombre de boules blanches tirées » suit la loi
binomiale %(n,p).

Pour finir, il est clair que la loi binomiale %(1, p) n’est autre que la loi de Bernoulli 8(p).

Exemple Onlance 5 fois un dé équilibré a 6 faces dont 2 blanches et 4 noires. Avec quelle probabilité obtient-on exactement
3 fois une face noire ?

11
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. . . o 42 . . . .o
Démonstration La face noire a une probabilité — = 5 d’apparaitre quand on lance le dé une fois. Par indé-

pendance des lancers, le nombre N de faces noires obtenues a l'issue des 5 lancers suit donc la loi binomiale
2 5) (2} 2\°? 80

93(5,—),etainsi: P(N:B):( )(—) (1——) = —~0,33.
3 3/ \3 3 243

On adapte a présent aux variables aléatoires le concept d’indépendance.

Définition-théoreme (Variables aléatoires indépendantes) Soient (£2, P) un espace probabilisé fini et X, ..., X, des
variables aléatoires sur Q. On dit que X1,...,X, sont (mutuellement) indépendantes si pour toutes parties A; de X;(£2),
..., A, de X,,(Q), les événements {X1 eAl}, ey {Xn eAn} sont indépendants.

Il est équivalent d’exiger que pour tous x; € X1(Q),...,x, € X,(Q2) :
P(Xl =x1, ooy anxn)ZP(Xl =x1)...P(Xn=Xn),

ol la notation {X1 =X, .. Xp = xn} désigne I'événement {X1 =x;et...etX,= xn} = {X1 =) xl} ﬂ...ﬂ{Xn = xn}.

Lindépendance des variables aléatoires étant définie comme une indépendance d’événements, toute sous-famille d’'une
famille de variables aléatoires indépendantes est une famille de variables aléatoires indépendantes.

¥ Attention ! (Mutuellement) indépendantes —> DEUX A DEUX indépendantes mais LA RECIPROQUE EST
\ / FAUSSE !

Démonstration  Faisons 'hypothése que P(X; = x;, ..., X, = x,) = P(X; = x;) ... P(X,, = x,) pour tous
x; €X1(9),...,x, € X,(£2) et montrons que X;,...,X, sont indépendantes.

e Montrons d’abord que P(X; € By, ..., X, € B,) = P(X; € B;) ... P(X,, € B,) pour toutes parties B; de
X,(Q), ..., B, de X,,(Q). En notant % la proposition (xi,...,x,) €B; X...x B, :

P(X, €B,)... P(X, €B,) =( ZP(Xlle)) ( ZP(anxn))=ZP(X1=x1)...P(Xn=xn)
*

X1€B; X,€B,
=Z:P(X1 =X, .-, Xy =xn)=P(|_| {x1=x1, ..., X, =xn})
* *
=P((Xy,....X,) €By x...xB,)=P(X €B,, ..., X, €B,).
e Fixons a présent des parties A; de X;(Q)... et A, de X,(2) ainsi qu'une partie I de [1,n]. Nous devons

A; siiel
montrer que P(ﬂ{Xi EAi}) = l_[P(Xi € A;). Posons pour tout i € [1,n] : B; = { '

- - X;(£2) sinon.
n n
D’apreés le point précédent : P(m {Xi eAi}) = P(ﬂ {Xi S Bi}) = l_[P(Xi €B;)= l_[P(Xi eA)).
iel i=1 i=1 iel

Exemple On lance un dé équilibré a 6 faces 2 fois et on note X; (resp. X,) la face obtenue au premier (resp. second)
lancer. Avec quelle probabilité obtient-on les deux fois une face impaire? Les variables aléatoires X; et X, sont bien s{ir
indépendantes et uniformes sur [1, 6], donc :

133} (135} 1
6 6 4

. .\ Indép. . . . .
P(X1 et X, sont 1mpa1rs) =" P(X; est impair) P(X, est impair) =

Exemple Soient py,...,p, €[0,1] et X;,...,X,, des variables de Bernoulli indépendantes de paramétres respectifs py,...,p,.

Alors X, ... X, ~ B(py...Pn)-
Démonstration La variable aléatoire X; ...X, est a valeurs dans {O, 1} et:
Indép.
P(X,..X,=1)=P(X;=1,...,X,=1) = PX;=1)...P(X,=1)=p;...p,

et P(X,...X, =0)=1—P(X,...X,=1)=1—p;...p,.
Nous avons déja justifié tous les énoncés du genre : « Soit X une variable aléatoire de loi (...) ». Cela dit, en réalité,

comme on vient de le voir, on a souvent besoin de se donner non pas UNE variable aléatoire de loi donnée, mais une FAMILLE
de variables aléatoires INDEPENDANTES de lois données. Le théoreme qui suit nous garantit que c’est toujours possible.
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Théoreme (Existence d’une famille finie de variables aléatoires indépendantes de lois prescrites) Soient E et F
deux ensembles finis, (p,).cr une distribution de probabilités sur E et (q;)s<r une distribution de probabilités sur F. Il
existe alors un espace probabilié fini (2, P) et des variables aléatoires indépendantes X et Y sur 2, d’'images respectives
E et F, pour lesquels pour toute € E: P(X=e)=p, etpourtoutf€F: P(Y=f)=gq;.

Cet énoncé se généralise sans difficulté au cas d'un nombre fini de variables aléatoires.

Démonstration Comme Z Pedy = (Zpe)(qu) =1, la famille (p.qy),f)cexr €st une distribution de

ecE,feF e€E feF
probabilités sur E x F. Il existe donc un espace probabilisé fini (£2, P) et une variable aléatoire (X,Y) sur Q d’image

E x F pour laquelle pour tout (e, f)EExF: P(X=e, Y=f)=p,q;.

— Pour toute € E : P(X=e)=ZP(X=e, Y=f)=Zpeqf =p. etpourtout f €F: P(Y =f)=gq;.
feF feF
— Enretour, X et Y sont indépendantes car P(X =e, Y = f) =p,q; = P(X =e)P(Y = f) pour tous e € E et
f €F.

Exemple Un jeu de 32 cartes a été malicieusement truqué, on y a remplacé une carte autre que l'as de pique par un
deuxiéme as de pique. On répéte n fois avec remise I'expérience consistant a tirer simultanément 4 cartes. A partir de quelle
valeur de n la probabilité de déceler la supercherie est-elle supérieure ou égale a 0,9?

Démonstration On peut numéroter sans perte de généralité les 2 as de pique 1 et 2 et les autres cartes de 3 a
32. Pour tout k € [1,n]], notons X; la 4-combinaison des cartes tirées au k“™¢ tirage. Ces variables suivent toutes
la loi uniforme sur 9’4([1, 32]]) et sont de plus indépendantes car les tirages se font avec remise.

e Calculons d’abord pour tout k € [1,n] la probabilité de déceler la supercherie au k®™€ tirage, i.e. de
I'événement A; = {1 eXet2eX k}. Or il y a autant de tirages qui réalisent A, que de 2-combinaisons de
30
() s
(32) 248"
4
e Notons a présent B 'événement « La supercherie finit par étre décelée » d’événement contraire « La super-
cherie n’est jamais décelée »: B =A;N...NA,. Parce que les variables aléatoires X, ..., X, le sont, les

événements A, ...,A, sont indépendants, donc les événements A, ...,A, aussi, et du coup :

PB)=1-P(B)=1-P(A; N...nA,) =1 P(A}) ... p(@)=1_(1_i)“=1_(%)".

I'ensemble [3,32] des cartes qui ne sont pas les as de pique, donc: P(Ag) =

248 248
245\" 1 In10
Final t: P(B)=0,9 = — | < — = Z — — = 190.
inalemen (B) (248) o n - 248 n
245

Théoreme (Lemme des coalitions) Soient (02, P) un espace probabilisé fini, E et F deux ensembles, X;,...,X, des
variables aléatoires sur Q et f : (X;,...,X,)(Q2) — Eet g: Xpt1,---,X,)(Q) — F deux fonctions. Si X, ...,X, sont
indépendantes, alors les coalitions f(X;,...,X,,) et g(X41,-.-,X,) le sont aussi.

Cet énoncé se généralise sans difficulté au cas d'un nombre fini quelconque de coalitions.

L'énoncé parait compliqué, mais il dit simplement, par exemple, que si trois variables aléatoires X, Y et Z définies sur un
méme espace probabilisé fini sont indépendantes, les variables aléatoires X + Y et Z le sont aussi.

Démonstration  Dans I'énoncé du théoréme, (X;,...,X,,) est la fonction w — (Xl(co),...,Xm(co)) sur £,
qui est tout autant que X,...,X, une variable aléatoire, mais a valeurs dans un ensemble produit. Son image
(X4,...,X,)(82) est 'ensemble des valeurs atteintes par (X;,...,X,) : (X,...,X,)(2) € X;(Q) x ... x X,(2),
sans égalité en général. Méme chose avec (X,,11,...,X,)-

Posons X = (Xq,...,Xp)etY = (X, pp15--,X0)-
e Montrons que les variables aléatoires X et Y sont indépendantes. Pour tous x = (x1,...,X,,) € (X;,...,X,)(Q)
ety = (Xputs--> %) € Xpgts -+, X )(Q)
Indép.
PX=x,Y=y)=PX;=xq, ..., Xp,=x,) = PX=xq)...PX,=x,)

Indép.
= PXi=x1, co0s Xp =X) PX g1 = Xpg1s -+ Xn =X,) =PX =x)P(Y =y).

13
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e Montrons que f(X) et g(Y) sont indépendantes. Pour tous a € f(X)(Q) et b € g(Y)(Q) :

P(F) =a, g(¥)=b) =P(x e f({a}), ¥ € g2 ({B})) "= P(x € F2({a})) P(¥ € g~ ({0}))
=P(fX)=a)P(g(¥)=b).

@ 6 LoOID’UNE FAMILLE DE VARIABLES ALEATOIRES

Comme nous I'avons remarqué dans la preuve du lemme des coalitions, toute famille de variables aléatoires est elle-
méme une variable aléatoires car nous avons autorisé depuis le début nos variables aléatoires a prendre leurs valeurs dans
un ensemble quelconque.

Définition-théoreme (Loi conjointe et lois marginales d’une famille de variables aléatoires) Soient (2, P) un
espace probabilisé fini et X et Y deux variables aléatoires sur €.

e Lapplication w — (X (w), Y(co)) est une variable aléatoire sur Q2 notée (X,Y) et sa loi Py y) est souvent appelée
la loi conjointe de X et Y. Son image (X, Y )(£2) est incluse dans le produit X (Q) x Y (£2), sans égalité en général.
Elle est entierement déterminée par la distribution de probabilités (P(X =x,Y= y)) sur (X, Y)(Q).

(x,y)eX,Y)(Q)
e Laloi Py de X est appelée la premiére loi marginale de (X,Y) et la loi P, de Y sa deuxiéme loi marginale.

Ces définitions se généralisent sans difficulté aux familles d'un nombre fini quelconque de variables aléatoires.

Exemple Une urne contient 3 boules blanches et 1 noire et on en tire successivement 2 boules sans remise. Le couple de
couleurs ainsi tirées est noté (C;, C,) — avec B pour les blanches et N pour 'unique noire. Quelle est la loi de (C,C5)?

Démonstration Le couple (C;, C,) est a valeurs dans {N, B}Z, mais son image est {(N,B), (B,N), (B, B)} seule-

ment car I'urne ne contient qu’une seule boule noire. Ainsi P(C; =N, C, = N) = 0. Ensuite :

G

3 2 1 B N
p((:'IZBJ CZZB):P(CI=B)P{C1=B}(C2=B)=ZX§=§ C1
) 3.1 1 1 3 1 B | 3|3
etdeméme: P(C;=B,C,=N)==-x=-=- et P(C;=N,C,=B)==-x=-=-.
4 3 4 4 3 4 1

N 7 0
¢ Attention!  Nous savons maintenant associer trois notions de lois Py, Py et Py yy a un couple (X,Y) de variables

aléatoires, mais comment ces notions sont-elles liées? La donnée de Py et Py détermine-t-elle Py yy? Et dans l'autre sens?

— En général, le réel P(X = x, Y = y) ne dépend pas tant des nombres P(X = x) et P(Y = y), i.e. des variables X
et Y isolément, que du lien éventuellement étroit qui unit ces variables. En d’autres termes, on ne connait pas la loi
conjointe du couple (X,Y) quand on connait séparément ses lois marginales.

— En revanche, lorsque X et Y sont indépendantes: P(X =x, Y =y)=PX =x)P(Y =y) pourtous x € X(2) et
Yy € Y(Q), donc la donnée des lois marginales Py et Py détermine entierement la loi conjointe Py yy. Plus précisément :

Les variables X3, ..., X, sont indépendantes
si et seulement si la distribution de probabilités de (X, ...,X,,)
se calcule par simple produit a partir des distributions de probabilités de X;,...,X,,.

Le petit résultat suivant est hors programme mais éclairant et mérite qu’on s’y attarde. Comment modéliser le lancer d'un
dé équilibré a 6 faces 2 fois ? On peut, avec des notations évidentes, se donner deux variables aléatoires indépendantes X; et
X, de loi uniforme sur [1,6]. On peut aussi se donner directement un couple (X;,X,) de loi uniforme sur [1,6]?. Ces deux
modélisations sont-elles cependant si différentes ? Eh bien non, c’est le sens du théoreme que voici.

Théoréeme (Loi uniforme et produit cartésien) Soient E et F deux ensembles finis non vides et X et Y deux variables
aléatoires définies sur un méme espace probabilisé fini. Les assertions suivantes sont équivalentes :

i X, Y)~%(EXxF). (i) X etY sont indépendantes et X ~ % (E) et Y ~ %(F).

Ce résultat se généralise sans difficulté aux familles d'un nombre fini quelconque de variables aléatoires.
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Démonstration
1 1
i)= (ii) Pourtoutx € E: PX =x)= PX=x,Y=y)= —— = —, doncX ~ %(E), et
(i) = (i) (X =x) yZeF)( 9 ;IEXFI H (E)
de méme Y ~ % (F). A fortiori, X et Y sont indépendantes car pour tous x EEety €F :
1 1 1
PX=x,Y=y)= x —=PX =x)P(Y =y).

[ExF|  |E| " |F|
(i) = (i) Le couple (X,Y) est a valeurs dans E x F et pour tout (x,y) €EE X F :
Indép. 1 1 1
PX=x,Y=y) = PX=x)P(Y=y)=—x —=——r, donc(X,Y)~%(ExF).
|E| |F| |EXF]

A défaut de pouvoir calculer la loi conjointe & partir des lois marginales, on peut TOUJOURS faire le calcul inverse.

Théoreme (Calcul des lois marginales a partir de la loi conjointe) Soient (£2, P) un espace probabilisé fini et X et
Y deux variables aléatoires sur 2. La loi (conjointe) Py yy du couple (X,Y) détermine entiérement ses lois marginales
Py et Py. Précisément, pour tout x € X(Q) :

P(X=x)= > P(X=x,Y=y) etpourtouty€Y(Q): P(Y=y)=» P(X=x,Y=y).
yeY(Q) x€X(22)

Ce résultat se généralise sans difficulté aux familles d'un nombre fini quelconque de variables aléatoires.

=Q

Démonstration Pour tout x € X(Q) :
>IP(x =x, Y=y)=P( | | {x=x, Y=y})=P({X=x} nl| {Y:y}):P(X:x).
YEY(Q) YEY(Q) yey(Q)
On représente parfois la loi de (X, Y) comme un tableau %

N [ . Yi | Y2 |- | In

a deux entrées donnant P(X = x et Y = y) en fonction X n

des valeurs possibles de x € X(Q2) en lignes et y € Y () X1 | p11|P1al - |P1n| —> ZPIJ =PX=x)

en colonnes. La figure ci-contre illustre la maniére dont on "

peut calculer Py et Py a partir de Py y. On a noté : X2 | P21 P22 | e | Pan| > Ny = p(X =xy) Premiére loi
j=1 marginale Py

X(Q)z{xl,...,xm}, Y(Q)z{yl,...,yn}

et pour tout (l;J) € H:lam]] X ﬂ:l’n]] : Xm |Pm1|Pm2| -+ |Pmn — mej:P(X:Xm)

j=1

pij=PX =x;, Y =y;).

P(Y =y1)=) pn D Pin=P(Y =y,)

i=1 i=1

Deuxiéme loi
marginale Py

Nous avons déja appris a calculer la loi d’'une variable aléatoire de la forme f(Z). Dans le cas d'un couple Z = (X,Y), on
obtient '’énoncé suivant.

Théoreme (Loide f(X,Y)) Soient (€2, P) un espace probabilisé fini, F un ensemble, X et Y deux variables aléatoires
sur Q et f : (X,Y)(Q) — F une fonction. La loi P(x vy de f(X,Y) est entierement déterminée par f et la loi conjointe
de (X,Y). En l'occurrence, pour tout z € f(X,Y)(Q) : P(f(X, Y)= z) = Z PX=x,Y=y)

(%)X, Y)(Q)
fy)==

Ce résultat se généralise sans difficulté aux familles d'un nombre fini quelconque de variables aléatoires.

Cas particulier le plus courant : PX+Y=3) = Z PX=x,Y=y).

(x,y)eX,Y)(Q)
x+y=2

Théoreme (Sommes de variables aléatoires indépendantes de lois binomiales) Soient p € [0,1], m,n € N* et
X,Y,X4,...,X, des variables aléatoires définies sur un méme espace probabilisé fini.

(1) SiX ~ B(m,p)etY ~ B(n,p) et si X et Y sont INDEPENDANTES, alors X +Y ~ %(m+n,p).
n

(ii) SiX; ~ %B(p) pour touti €[[1,n] et si X;,...,X, sont INDEPENDANTES, alors in ~ B(n,p).

i=1
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Bref, quand on répéte une expérience aléatoire a deux issues plusieurs fois indépendamment, si X compte le nombre de
succes obtenus aprés m essais et Y le nombre de succes obtenus aprés n nouveaux essais, X +Y compte le nombre de succes
obtenus apres m + n essais.

Démonstration Il nous suffit bien siir d’établir 'assertion (i). La variable aléatoire X + Y est a valeurs dans
[0,m + n] et pour tout k € [0O,m +n] :

ok
P(X+Y =k) —ZP(Xzi, v =k—)"E" S TP(x =) P(Y = k—1)

i=0

—Z( Jpia—prx (" ) —prt = pha - p)m+"’<2( ")

Or dans 'anneau des polynémes R[T]: (T+1)™(T +1)" =(T +1)™", donc aprés identification des coeffi-
k

J’_
cients de degré k : E (m) (k " ) = (m . n) — ce qui généralise la formule de Vandermonde.
A i —i
i=0

m+n

Conclusion: P(X+Y =k)= ( X

)pk(l —p)™"k " donc en effet X + Y ~ B(m +n, p).

Exemple On lance deux fois de suite un dé équilibré a 6 faces et on note (X, Y) le couple de valeurs obtenues. Ce couple
suit la loi uniforme sur [1,6]? et nous allons tacher de déterminer la loi de la somme S =X + Y, la loi conditionnelle de X
sachant {S = 4} et la loi de I'écart | X — Y.

Démonstration

e Loi de la somme S =X +7Y : La variable S est a valeurs dans [2,12] et pour tout s € [2,12] :

1
P(S=s5)=PX+Y =s5) = E PX=i,Y=j) = E _6
1<i,j<6 1<i,j<6
i+j=s i+j=s

Or combien existe-t-il de couples (i, j) € [1,6]? pour lesquels i + j = s ? Réponse : autant que de couples
(i,s—i)pourlesquels 1 <i<b6etl<s—i<6,ouencorel <i<6ets—6<i<s—1.Ainsi, pour tout

S1os—1 ° 1 _13-s
se2,7]: P(S=s)= — =——, etpourtouts€[8,12]: P(S=s)=
[271: PS=9=255="3g e [8.12): PS=9= D 5=
Loisde X etY Loide S
1 1
6 6
RERER e I ,
01 2 3 4 5 6 01 2 3 4 5 6 10 11 12

e Loi conditionnelle de X sachant {S = 4} : Pour tout k € [1,6] :

1
P(X=k,S=4)=P(X=k,Y=4—k)={ 36 SikelLs] Loi de X
0 sinon, sachant {S = 4}
et comme P(S =4) = a-1l_1 d’apres le point précédent : 1
36 12 1 3
Py (X = k) = p(xpzsk,:s4 - 4 _ { ; o kel1,3]
0 sinon. 01 2 3 4 5 ¢

e Loi de I’écart | X — Y| : La variable aléatoire | X — Y| est a valeurs dans [0,5] et pour tout d € [0,5] :
PX=Y) sid=0

P(Ix-Y|=d)=P(X-Y =d ouY—X:d):{ P(X—¥ =d) 4+ P(Y—X =d) sinon.

6 6
1 1
OrP(X=Y)=>» PX=k Y=k— — =t tout d € [1,5] :
r P );( V=K== etpourtoutd €[1,5]
P(|X—Y|=d)=P(X—Y=d)+P(Y—X=d) Loide v
6—d 6—d ¢
=D PX =i, Y=d+iD)+» PX=d+]j, Y =}) 1
i=1 j=1 6 } I
6—d 6— ?
1 1 6—d 6—d
= — + —_— =2 —_—
2436 ;6 “T36 18 0123 e
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Exemple Dans un centre d’appels, un employé effectue n appels téléphoniques vers n correspondants distincts dont chacun
décroche avec probabilité p.

e On note N; le nombre de correspondants qui ont décroché. SANS CALCUL : N; ~ %B(n,p), car les appels sont
indépendants et la probabilité d’obtenir un correspondant ne dépend pas du correspondant choisi.

e L'employé rappelle un peu plus tard les n — N; correspondants qui n'ont pas décroché lors de sa premiere série
d’appels. On note N, le nombre de ces correspondants qui décrochent cette fois et N = N; + N, le nombre total des
correspondants qui ont décroché. Quelle est la loi de N ?

Démonstration

e Pour tout k € [0,n], sous 'hypothése que N; =k, les n — k appels de la deuxiéme série d’appels satisfont
les mémes hypotheses que ceux de la premiere série, donc la loi conditionnelle de N, sachant {N1 = k} est
la loi binomiale B(n —k, p).

e La variable aléatoire N est & valeurs dans [0, n] et pour tout s € [0,n] :

P(N =5) =P(N1+N2=s)=ZP(N1=i, N2=j)=ZP(N1=i, N, =s—1i)

0<i,j<n i=0

i+j=s S .
n\ . ~i(n—1i\ (i
_Z:P(N1 =1) Py, =iy(N —S—l)_Z (i)pl(l_p)n (s_i)ps (1—p)(n D—~(s—1)

i=0

(=)= T (s—(?);;)is)':(n—s)'ré_i)m:sz(nnis)!xu(ssii)zZ(:)@’d"““

R )0 S ST o

i=0

Blnomeo( ) 5(1—py2n-s (1 + ﬁ)s = (:)pS(Z—p)s(l —p)E = (:) ps(Z—P)s((l —P)z)"—s

= (s) (2p _pz) (1 - (2p —pz))n s. Finalement N ~ ga(n’ 2p _pz)‘

e Le calcul qui précede est classique et il est bon de savoir le refaire, mais on aurait pu atteindre le résultat plus
directement. Comment ? En envisageant la situation autrement. Si 'on y réfléchit bien, 'employé réalise n
expériences aléatoires indépendantes consistant a joindre ses correspondants en deux temps et la variable
aléatoire N compte le nombre de correspondants qu’il a obtenus, donc N ~ 98(n,q) ou q est la probabilité
d’obtenir un correspondant en un ou deux appels. Or que vaut q? La probabilité de ne pas obtenir un
correspondant apres deux appels vaut (1 —p)?, donc q=1—(1—p)? =2p—p2.
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